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Uvod

Cilem prace je pojednat o vyuziti teorie obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic v ma-
tematickém modelovani vojenskych konflikti.

Préce je rozdélena do ¢tyr kapitol.

V 1. kapitole je vymezen pojem matematického modelu, proces modelovani

a uvedena teorie diferencidlnich rovnic prevzaté z publikaci [1] a [2].
V 2. kapitole jsem se vénovala sestaveni a analytickému rozboru tii typt Lan-
chesterovych modela boje. Odstavec 2.1 popisuje kvadraticky model konve¢niho
boje a urceni podminky pro vitézstvi, doby trvani boje, poc¢ti bojeschopnych
prostiedku vitézné strany na konci boje a spotieby stfeliva s uvedenim praktic-
kych prikladi. Odstavec 2.2 je vénovan linedrnimu modelu partyzanského boje
a odstavec 2.3 parabolickému modelu smiseného boje, pro které jsem urcila pod-
minky pro vitézstvi a dobu trvani boje. V této kapitole jsem cerpala z publikaci
(3] a [4].

V 3. kapitole je pomoci modelu konven¢niho boje popsana bitva 2. svétové
valky o strategicky ostrov Ivodzima. S vyuzitim Gvah a dat z publikaci [4], [5]
jsem zkoumala redlné hodnoty a teoreticky vypocitané hodnoty parametri.

Ve 4. kapitole je vylozena Richardsonova teorie konfliktu. Sestaveni mate-
matického modelu a Gvahy pfi urcovani velikosti konstant.

Préci uzavird seznam celkem 5 pouzitych publikaci.



Kapitola 1

Uvod do matematického
modelovani

1.1 Pojem modelu a modelovani

Modelem je nazyvano zjednodusené zobrazeni zkoumané zkutecnosti (napt. bi-
ologického objektu) realizované k urcitému cili. Zkoumané skute¢nost se nazyva
originalem (prototypem nebo predmétem modelovani). Modelovanim se pak
rozumi Gcelové zobrazovani vySetfovanych vlastnosti origindlu pomoci vhodné
zvolenych vlastnosti modelu. Jedna se tedy o reprodukci vybranych vlastnosti
studovaného objektu na modelu, tj. analogickém objektu simulujicim chovani a
vlastnosti pivodniho studovaného objektu.

Modely mohou byt t¥idény mnoha zpisoby (viz [2, str. 2 - 3]):

1. Ttidéni podle zobrazovanych vlastnosti originalu
o substancidalni modely - shoduji se s originadlem ve vSech nebo v né-
kterych zakladnich vlastnostech,
o strukturni modely - zobrazuji zejména vnitini usporadéani prvki, z
nichz se skladé zkoumany original,
o funkcni modely - zobrazuji rizné funkce resp. chovani origindlu,

o smisené modely - kombinace predchozich ptipadi, v praxi se modely
objevuji jen ziidka v ryzi formé.

2. Tridéni podle povahy zobrazovaci funkce

e materialni modely - funguji na zakladé objektivnich zakond nezévisle
na ¢innosti lidi. Clovék miiZze ménit pouze podminky existence ob-
jektu. Pritom neni podstatné, zda model vznikl bez ¢innosti ¢lovéka
nebo jeho ¢innosti.



1.1. Pojem modelu a modelovani

e idealni modely
3. Tridéni z hlediska formalné konstruktivniho

e modely matematické - modely vytvorené pomoci matematickych vy-
razovych prostredki,

e modely schematické - vSechny nematematické modely.

Matematické modely se déli na stochastické, které obsahuji jako své prvky
nahodné veli¢iny, a deterministicke, tj. takové, které nejsou stochastické. Déle
lze matematické modely délit na statické, které jsou nezavislé na case, a dyna-
mickeé, do nichz je vélenén cas. Deterministické dynamické matematické modely
se dale déli na spojite, které pracuji se spojitymi veli¢inami a na diskrétni pracu-
jici s diskrétnimi veli¢inami. Déle je mozné matematické modely jesté rozliSovat
na demonstrativnt, které obsahuji parametry, které nemaji interpretovatelny vy-
znam a explikativni modely, které jsou zalozeny na jasnych (pozorovatelnych a
kvantifikovatelnych) pojmech.

Proces matematického modelovani lze rozdélit na ¢tyri etapy:
1. sestaveni modelu - zapis vlastnosti a zkoumanych zakonitosti objektd pomoci
matematickych terminu,
2. analyza modelu a ziskani teoretickych dusledki,
3. zkouméani, zda hypoteticky model vyhovuje kritériu praxe,
4. nasledné anylyza modelu v souvislosti s nashromazdénim novych poznatkl o
zkoumanych jevech, pripadnd modernizace modelu.



1.2. Matematicky aparat - teorie obycejnych
diferencialnich rovnic

1.2 Matematicky aparat - teorie obycejnych
diferencialnich rovnic

Zakladni pojmy

Bud G podmnozina euklidovského prostoru R? a f redlns funkce definované na
G. Rovnice J

yl:f(xay)7 = % (11)

se nazyva diferencialni rovnice 1. fadu. ReSenim této rovnice se rozumi
funkce y, kterd je diferencovatelnd v néjakém intervalu J a spliiuje podminky

[z,y(x)] e G a ¢(z)= f(z,y(x)) prokazdé x € J.

Diferencialni rovnice (1.1) prifazuje kazdému bodu [z, y] defini¢niho oboru
G funkce f pravé jednu hodnotu y'(z), kterou mizeme chapat jako smérnici
pfimky prochézejici bodem [z, y]. Tato pifimka se nazyva linedrni element
rovnice (1.1) v bodé€ [z, y]. Mnozina vSech linedrnich elementi se nazyva smé-
rové pole dané rovnice. Kiivky, v jejichz bodech je danou rovnici predepsana
taz hodnota y' = ¢ jsou oznacCovany jako izokliny. Jedna diferencidlni rovnice
muze mit nekoneéné mnoho feseni.

Bud [z, yo] libovolny bod v G. Uloha uré¢it fegeni rovnice (1.1), které splituje
pocateéni podminku

y(xo) = Yo, (1.2)

se nazyva pocdte¢ni (Cauchyuv) problém nebo dloha.

Miuze se stat, ze dany pocatecéni problém nemd feSeni nebo ma feSeni vice.
Nastane-li takova situace, ze existuje feSeni y poc¢ateéniho problému (1.1), (1.2),
které neni zazenim zadného jiného feSeni, nazyva se y iplné fesSeni. Existuje-
li dplné feseni pocateniho problému (1.1), (1.2) takové, ze kazdé jiné feSeni
tohoto problému je jeho zuZenim, budeme stru¢né fikat, Zze dany problém ma
pravé jedno feSeni. Obecnym FeSenim rovnice (1.1) budeme rozumét funkei
zévisejici na jednom parametru C' takovou, ze specidlni volbou C' lze ziskat fe-
Seni kazdého pocate¢niho problému (1.1), (1.2).



1.2. Matematicky aparat - teorie obycejnych
diferencialnich rovnic

Systémy linearnich diferencialnich rovnic

Je dan systém linedrnich diferencidlnich rovnic 1.7adu
1711 = all(t)xl —+ Q12 (t)ZEQ +...+ aln(t)xn + fl (t)7
;1;’2 = a1 (t)xl —+ Q99 (t)ZEQ + ...+ a2n(t)xn + f2 (t)v
gp/n = Qp1 (t)xl =+ ang(t)ZEQ + ...+ ann(t)xn + fn(t)J

kde A1, Q125 +ovy A1py 215 A2y ooy A2y ovvy A1y A2y ooy Upp s fl; fg, ooy fn jSOU SpOJlté re-
alné funkce na néjakém intervalu I a’ znaci derivaci podle .

Déale budeme kviili jednoduchosti a ptrehlednosti uzivat vektorové a maticové
symboliky.

Resenim systému linedrnich rovnic
' = A(t)x + b(t), (1.3)

kde A je maticova funkce fadu n

a1 aiz ... Aip
Q91 Q92 ... dgpn
an1 Ap2 ... Qpp

ab = (fi,fo...fn) je n-vektorovd funkce, kde fi, fa,...fn jsou definované a
spojité na néjakém intervalu I, budeme rozumét n-vektorovou funkei ¢(t), kterd
je diferencovatelnd na néjakém podintervalu intervalu I a spliuje

@' (t) = A(t)p(t) +b(?).
Je-li b(t) = 0, nazyva se rovnice (1.3) homogenni, v opa¢ném piipadé ne-
homogenni. Rovnice ' = A(t)z se nazyva pfidruzena k rovnici (1.3).

Bud ty € 1,29 € R". Problém urdit feSeni rovnice (1.3) spliwjici poc¢atecni
podminku z(tg) = xg, se nazyva pocatecni Cauchyho problém nebo tdloha.
Strucné jej budeme zapisovat ve tvaru

= A(t)z + b(t), z(to) = o (1.4)

Pocateéni problém (1.4) ma pravé jedno feSeni, jestlize maticovd funkce A a
vektorova funkce b jsou spojité na intervalu I. Toto feSeni existuje na celém
intervalu [ a je limitou tzv. Picardovy posloupnosti postupnych aproxi-

maci
t

G =0, opnt) =x0+/ (A(s)gu(s) + b(s)lds,  k=0,1.. (L5)

to



1.2. Matematicky aparat - teorie obycejnych
diferencialnich rovnic

Autonomni systémy

Definice 1.1. Vektorova diferencialni rovnice

dz

" r), (1.6
kde vektorova funkce f je definovand na néjaké oblasti 2 v prostoru R", se
nezyvd autonomni systém. Oblast 2 se nazyvd fAzovy prostor, promennd
t se nazjvd Sas. Reseni v = (t) rovnice (1.6), interpretované jako krivka v
prostoru ) dand parametricky rovnict & = ¢(t), nazyjvdme trajektorie systému
(1.6). Trajektorie rovnice se nazyjvd cyklus, jestize je uzavienou kiwkou.

Definice 1.2. Predpoklddejme diferencovatelnost funkci fi(x,y) a fa(x,y).

Matice
3f1a(:r,y) 3f18(:r,y)
J(@0) = | opew) ontw)
Jy

ox

se nazyvd Jacobiho matice.

Definice 1.3. Charakteristicky polynom p(\) matice
A= ( ailr Az )
G21 Q22

p(A) = N — (@11 + a22) A + a11a22 — a126G2;.

je polynom ve tvaru

Koteny A1, Ay charakteristického polynomu se nazyvaji vlastni Cisla matice A.

Definice 1.4. Bod x se nazjvd singularni bod (staciondrni, kriticky, rovno-
vazny bod) rovnice (1.6), jestlize f(xo) = 0.

Véta 1.1. Predpokladejme jednoznacnost kazdé pocatecni tlohy pro rovnici
(1.6). Potom tento autonomni systém muze mit trajektorie trojiho typu :

1. Singularni body. Odpovidajt konstantnim resenim.

2. Uzavrené trajektorie (cykly). Odpovidaji nekonstantnim periodickym fesenim.
3. Trajektorie, které samy sebe neprotinajt.

Dikaz: viz [2, str.97]

10



1.2. Matematicky aparat - teorie obycejnych
diferencialnich rovnic

Definice 1.5. Bud ddn autonomni systém dvou rovnic

' = f(x), (1.7)

kde f je spojitd funkce z Q do R2, kde Q C R? je oblast obsahujici singuldrni
bod rovnice (1.7). Predpokldddme existenci a jednoznacnost tesent pro kazdy
pocatecni problém. Singuldrni bod xy rovnice (1.7) se nazgva:

Stied, kdyz existuje ryzi okoli U bodu xg takové, Ze kaZdym bodem a € U
prochazi jedind trajektorie, kterd je uzavrend a obsahuje ve svém vnittku bod xy,

Ohnisko, kdyz existuje ryzi okolt U bodu xy takové, Ze bod x(t) trajektorie
x vychdzejict z libovolného bodu a € U ma tuto vlastnost, Ze konverguje pro
t — o0 nebot - —o0 k xo, a to tak, Ze velikost orientovancho uhlu vektoru
xox(t; od néjakého pevného vektoru Tox, md nevlastni limatu,

Uzel, kdyz existuje ryzi okoli U bodu xq takové, Ze pro bod x(t) trajektorie
x vychazejici z libovolnéeho bodu a € U plati:

lim z(t) = xo nebo lim z(t) = o,
t—00 t——00

pricemz velikost orientovaného thlu vektoru xox(ti od néjakeho pevncho vektoru
ZToxi] ma konecnou limitu,
Sedlo, kdyz existuje jen konecny pocet trajektorii & = x(t) takovych, Ze

1tlinoqo z(t) = o nebo tklinoo z(t) = wo.

Provedeme nyni klasifikaci singularnich bodt linedrniho autonomniho sys-
tému ve fazovém prostoru R?
' = Az, (1.8)

a11 a2 T
A= , Qij € R, T = .
az1 Q92 L2

A = detA = ay1a99 — a12as1,

kde

Ozna¢me
D= (Gn + Cl22)2 -4 (G11G22 - G12G21) = (an - CL22)2 + 4a12a21;

takze D je diskriminant charakteristické rovnice matice A.

11



1.2. Matematicky aparat - teorie obycejnych
diferencialnich rovnic

Jednotlivé typy sinuldrniho bodu [0,0] rovnice (1.8) jsou charakterizoviny
nasledovné! :

Ohnisko: A >0 D< 0, a1+ ao # 0.
Stied: A>0 D< 0, a1 + Gy = 0.
Uzel: A>0 D>0.
Sedlo: A < 0.

Blize popséno: viz [2, str. 98 - 105].

Stabilita
Budeme se zabyvat systémem diferencidlnich rovnic

o' = f(t,x) (1.9)

za predpokladu, Ze vektorova funkce f je spojitd na mnoziné
D ={[t,z] € R""' 1t € J = {ty,),|z| < a}, kde 0 < a < . Cislo a nazveme
polomérem mnoziny D.

Hlavni pozornost budeme vénovat vektorovym rovnicim

y = A(t)y (1.10)

¥ = A(t)z + g(t, x), (1.11)

kde A je ¢tvercovd matice fadu n spojitd na J a g je vektorova funkce spojita
na D, takova ze ¢(t,0) = 0. Oznacime si Y = Y (¢) néjaké fundamentalni fesent
maticové rovnice Y’ = A(t)Y.

Definice 1.6. Reseni xq rovnice (1.9) se nazyjvd ljapunovsky stabilni (strucné
stabilni), kdyz ke kaZdému e > 0 a t, > tg existuje & = 6(e,t1) > 0 tak, Ze kazdé
fesent © rovnice (1.9) vyhovujict podmince |x(t1) —xo(t1)| < ¢ existuje prot > t,
a splniuje pro tato t nerovnost

|z(t) — zo(t)| < €.

Neni-li 7esent xq stabilni, nazyvd se nestabilni.

v piipadé A = 0,4 # O vyplhuji singulérni body rovnice (1.8) pifmku prochazejici
potatkem. Je-li navic aj; + ass # 0, jsou ostatni trajektorie rovnice (1.8) oteviené, vzdjemné
rovnobézné poloprimky vychazejici z bodt této primky a svirajici s ni stejny nenulovy tihel.
Je-li a11+a22 = 0, jsou ostatni trajektorie rovnice (1.8) pfimky rovnobézné s pfimkou tvorenou
singularnimi body.

12



1.2. Matematicky aparat - teorie obycejnych
diferencialnich rovnic

Véta 1.2. Nulové feseni rovnice (1.10) je stabilni prdvé tehdy, kdyz eristuje
K > 0 tak, Ze
V()| <K  protel.
Dikaz: viz [2, str. 125]
Véta 1.3. Nulové feseni rovnice (1.10), kde A je konstantni matice, je stabilni
prave tehdy, kdyz kazdy koten charakteristické rovnice matice A md nekladnou
redlnou ¢ast a kazdy koten s nulovou redlnou ¢dsti je jednoduchého typu (tj.

kazZdy blok odpovidajict takovému korenu v Jordanové kanonickém tvaru md
nenulové pruky jen v hlavni diagondle).

Dikaz: viz [2, str. 126]

Definice 1.7. Reent zy rovnice (1.9) se nazjvd stejnomérnd stabilni, kdy?
ke kazdému e > 0 existuje 6 = () > 0 tak, Ze pro kazdé t, > ty vSechna Tesent
rovnice (1.9) spliujict podminku |z(t1) — z0(t1)] < 0 ezistugi pro vSechna t > t;
a splnugt pro né nerovnost
|z(t) — zo(t)| < €.
Véta 1.4. Nulové Feseni rovnice (1.10) je stejnomérné stabilni pravé tehdy,
kdyz existuje K > 0 tak, Ze
Y)Y (s)| <K pro tg < s <t < oo.
Dikaz: viz [2, str. 127]

Definice 1.8. Reseni rovnice (1.9) se nazjvd asymptoticky stabilni, kdyz
je stabilni a kdyz ke kaZdému t, > ty existuje § = §(t1) > 0 tak, Ze pro kazdé
fesent x rovnice (1.9) spliiugict nerovnost |x(t1) — zo(ty)| < & plati

lim [2(t) — ao(8)] = 0.
Véta 1.5. Nulové feseni rovnice (1.10) je stabilni pravé tehdy, kdyz |Y (t)| —
pro ¢ — oc.

Dikaz: viz [2, str. 128]

Véta 1.6. Nulové feseni rovnice (1.10) s konstantni matici A je asymptoticky
stabilni prave tehdy, kdyz kazdy koten charakteristické rovnice matice A md
zapornou redlnou cast.

Dikaz: viz [2, str. 129]

Definice 1.9. Singuldrni bod z* systému (1.9) se nazyvd stabilni, jestlize je
konstantni Tesent systému asymptoticky stabilnt o nestabilni, jestlize je kon-
stantni resent systému nestabilni.

13



Kapitola 2

Lanchesterovy modely boje

Vojensti stratégové odedévna znaji pravidlo 3 : 1. Podle ného musi mit v bitvé
utoc¢nik trojndsobnou prevahu, aby mél Sanci prekonat obrance. V roce 1916
zobecnil tuto poucku anglicky vyndlezce a matematik Frederick William Lan-
chester. Odvodil nékolik modelt boje - jednoduché soustavy dvou oby¢ejnych di-
ferencidlnich rovnic, které popisuji dynamiku ztrat obou val¢icich stran. Ztraty
utoc¢nika jsou primo tmeérné sile obrance a naopak. Za druhé svétové valky Lan-
chesterovo pravidlo fungovalo napriklad v bitvach u Kurska, v ponorkové valce
v Atlantiku a na bojistich v Pacifiku. Perfektné naptiklad popisuje prubéh bitvy
na ostrové Ivodzima.

Predpokladejme, ze proti sobé stoji vojsko X a Y.

Oznacme:
b, resp. ¢ je bojovy koeficient vojska Y, resp. X (udéva kvalitu vyzbroje a
vycviku vojska). Nezdpornd konstanta udédvana v jednotkéch den™".
g, resp. h je bojovy koeficient G¢innosti vojska Y, resp. X. Nezaporna kon-
stanta v jednotkach casovd jednotka™ x pocet bojeschopnijch prostiedki ™"
a, resp. d je koeficient ztrat vojska X, resp. Y, zavislych na nebojovych
ztratach (napf. dezerce, nemoci, nehody apod.). Nezapornd konstanta uddvand
v jednotkach den=1.
t je pocet dnl od zacatku boje.
P(t), resp. Q(t) je velikost posily (pocet novych bojeschopnych bojovych pro-
stfedkd vstupujicich do boje) za den vojska X, resp. Y.
z(t), resp. y(t) je pocet bojeschopnych bojovych prostiedkii v ¢ase ¢ vojska X,
resp. Y.
Tg, Tesp. Yo je pocet bojovych prostredkl vojska X, resp. Y na zacatku boje.

14



KAPITOLA 2. LANCHESTEROVY MODELY BOJE

S pouzitim tohoto oznaceni lze sestavit 3 typy Lanchestrovych modela boje:

Konvencni boj
Tento model popisuje naptiklad historické bitvy z dob Napoleonské valky nebo
Obcanské valky. Vojska stoji proti sobé a utoci dokud jedno z nich nezvitézi
a druhé neprohraje. Hlavnim predpokladem tohoto modelu je, Ze kazdy vojak
z vojska X je bojeschopny a miize pfimo utocit na jakéhokoliv bojeschopného
vojaka z protilehlého vojska Y a naopak.

dx(t)

0 —aa(t) — by(t) + L), (2.1a)
W) — o) - au(t) + QU (2.10)

Partyzansky boj
Tento model popisuje situace, které se napiiklad odehraly mezi partyzanskymi
skupinami v Libanonu. Partyzani nevidi své protivniky, ale vi, Ze se nachdzi na
uréitém ohranieném tzemi. Cim vétsl skupina partyzant se na Gzemi nachizi,
tim je vétsi pravdépodobnost zasahu. Proto partyzansky boj vétsinou probihé
mezi malymi skupinami bojovnik.

T — —anlt) = gu(0yytr) + P11, (2.22)
W) —ay(e) — hale(®) + Q). (22b)

SmisSeny konven¢ni a partyzansky boj
Tento model vyuzivd kombinaci konvenc¢niho vojska Y a partyzanské skupiny
bojovnikd X. Napfiklad valka ve Vietnamu nebo nékteré boje valky mezi Af-
ganistanem a I[rdkem.

P~ —axlt) - galt(®) + P (230)
W) — o) - autt) + QU (2.30)

15



2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

2.1 Konvenc¢ni boj: Kvadraticky model

Kvadraticky model boje patii mezi nejjednodussi analytické modely popsané
soustavou obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

Aby boj mohl byt popsan Lanchesterovym kvadratickym modelem, musi bojové
sestavy, procesy boje i prostiedi bojisté splhovat fadu podminek.

1. Bojové sestavy
Predpokladame, Ze bojové sily strany X jsou tvoreny stejnorodymi bojo-
vymi prostiedky (napiiklad tanky jednoho typu), jejichz pocet na za¢atku
boje je xg. Strana Y ma k dispozici y stejnorodych prostiedki.
Prostiedky obou stran nemusi byt totozné.
Kazdy bojeschopny prostiedek jedné strany muze v libovolny okamzik
pisobit na libovolny bojeschopny prostfedek strany druhé a naopak.

2. Procesy boje
Vsechny bojové prostiedky zahajuji boj soucasné.
Kazdy prostredek jedné strany vede palbu na bojeschopné cile druhé
strany, dokud neni sdm znicen nebo dokud boj neskondil.
Jednim vystfelem mize byt zni¢en pouze jeden cil. Je-li cil zniCen, pak
presunuti palby na dalsi cil je okamzité.

3. Prostredi bojisté
Dovoluje po celou dobu trvani boje kazdému bojeschopnému prostiedku
jedné strany pusobit palbou na libovolny prostiedek strany druhé a nao-
pak.

Déle predpokladejme, Ze ztraty zavislé na nebojovych skodach a posila bu-
dou nulové.
Rovnice (2.1) se ndm zredukuji na jednoduchy linedrni systém.

dz d_y_

- — 2.4

Konstanty b a ¢ ziskdme pomoci poznatku teorie pravdépodobnosti.
Pii matematickém popisu boje musime brat v uvahu, Ze okamziky vystreli
jednotlivych bojovych prostfedkl jsou ndhodné a predem neznamé. Tuto po-

sloupnost vystieli v daném casovém intervalu budeme povazovat za tok uda-
losti. Jestlize body ¢y, ta, ..., t;, ... jsou od sebe vzdalenené o rizny casovy interval
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2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

a nezavislé na sobé, pak tento tok uddlosti je zndm jako Poissonuv tok. Ten méa
nasledujici dvé vlastnosti:

1. Pro dva libovolné casové intervaly 7 a 7o, které se mohou i prekryvat,
nezavisi pocet udélosti (pro nés vystield), pfipadajicich na jeden z nich,
na tom, kolik udélosti pfipadne na druhy interval.

2. Pravdépodobnost, ze v okamziku ¢ nastanou dvé nebo vice udélosti mi-
zeme zanedbat. Ve srovnani s pravdépodobnosti, Ze nastane jen jedna
udalost je totiz velmi mala.

Dostavame tedy, Ze pocet udalosti x je ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdé-
lenim a pravdépodobnost, Ze za dobu 7 nastane pravé x udalosti, mame vztah:

_ba: —b

!

P(x) :
kde b je stredni hodnota mnozZstvi udalosti za dobu T, v nasem pripadé oznacen
jako bojovy koeficient. Stfedni hodnota mnozstvi udélosti za ¢asovou jednotku
(tj. den) se nazyva hustota toku uddlosti a ozna¢ime ji r. Hustota toku mize byt
konstantni nebo zavisla na ¢ase. Pro konstantni hustotu toku je stfedni hodnota
b imérna délce ¢asového intervalu 7. Tedy

b=r-T1.

Pro hustotu toku r(t) zdvislém na ¢ase t je stfedni hodnota mnozstvi udalosti
b za casovy interval délky 7 ddna vztahem

t+7
- / r(t)dt.
t

Dalsim dilezitym pojmem, ktery souvisi s matematickym popisem bojové ¢in-
nosti, je tok uspesnych vystrelu, tedy vystield, které zasahly cil. Pokud pivodni
tok vystreli byl Poissontv, pak i tok uspésnych vystfeld je Poissontv. Jeho
stfedni hodnota je tedy

b=rypy,

kde r, znaci hustotu toku vystrelii strany Y za ¢asovou jednotku (tj. rychlost
sttelby) a p, je pravdépodobnost zasahu cile jednotlivym vystielem.
Obdobné ¢ = r,p, udava hustotu toku tspésnych vystielid vojska X.
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2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

V tomto okamziku vime, co presné znaci koeficienty b, ¢ a jak ziskdme jejich
hodnotu. Nyni pristoupime na analyzu samotného kvadratického modelu boje.
Délenim rovnic (2.4) obdrzime

dy cx

=, 2.
dr by (25)

Oddélenim proménnych a integraci obdrzime vztah, ktery vysvétluje, proc¢ je
tento model nazyvan kvadraticky

b(y*(t) — yo) = 2™ (t) — xp), (2:6)

kde zg > 0 a yo > 0 jsou pocty bojovych prostfedkt vojska X a Y na zacatku
boje. Ozna¢me K = bys — cxj a ziskdvadme rovnici

by? — ca? = K.

z(t) a y(t) mohou nabyvat pouze nezdpornych hodnot, a proto se budeme za-
byvat pouze trajektoriemi lezicimi v prvnim kvadrantu (viz Obrazek 2.1).

Je-li K = 0, trajektorii systému (2.4) riznd od singuldrniho bodu (0,0) je po-
vz < ey . & o c v, ;
loptimka, jejiz rovnice je y = \/%x Polofimka y = —\/gx nelezi v prvnim

kvadrantu a tedy nas nezajima.
Je-li K # 0, trajektorie systému (2.4) jsou hyperboly.
-K
Je-li K < 0, trajektorie protne osu z v bodé © = y/——. Pak zvitézi vojsko
c
X, nebot vojsko Y bude zni¢eno. V opacném piipadé, je-li K > 0, pak zvitézi

vojsko Y a trajektorie protne osu y v bodé y = 7

Rovnice (2.4) vyjadfuje silu vojska v zévislosti na vojsku protivnika, ale ne-
vyjadiuje zavislost na case.

.. . . L o , d
Pokud vyuzijeme rovnice (2.4) (zderivujeme prvni ¢ast a dosadime za —y, ob-

o dt

drzime

d2_x =W bex

dez2 — Tdt
neboli P

x
i bcx =0 (2.7)
TP , . dx

s pocateénimi podminkami z(0) = xo, %(0) = —byp.

Resen linedrni homogenni diferencidlni rovnice 2. ¥adu (2.7) je

x(t) = xg cosh Pt — vy, sinh ft, (2.8)
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2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

kdeﬂ:\/bcaWZ\/E
c
Podobné .
y(t) = yo cosh gt — 70 sinh St. (2.9)

2.1.1 Podminka pro vitézstvi

Rekneme, Ze boj je ukonéen, pokud jedna z bojujicich stran ztrati véechny své
prostredky.

Vojsko X zvitézi, pokud K < 0. Tzn., ze vojsko X potfebuje, aby platila na-
sledujici nerovnost

cxgy > by;. (2.10)
Tedy
CXo
1< /-—.
b yo
Oznacme % _ V.
Yo

Pro vitézstvi vojska Y musi platit opa¢nd nerovnost
cxgy < by;. (2.11)
Tedy

1>w.

Z tvaru podminky pro vitézstvi vyplyva, ze sila vojska roste rychleji pti zvySo-
vani pocetniho stavu, nez pii zvySovani bojového koeficientu ucinnosti vojska.
Pokud zdvojnasobime pocet prostiedkd bude tento krok ekvivalentni ¢tyrna-
sobnému zvyseni uc¢innosti téchto prostredki.

PRIKLAD 1: Vojsko strany X se m4 stietnout se 4 000 vojaky strany Y.
Vojak strany X muze vystielit primérné 10 vystield za minutu s pravdépo-
dobnosti zasahu p, = 0,2. Hife vycviceni vojaci strany Y vystiell primérné 5
vystielil za minutu s pravdépodobnosti zasahu p, = 0,05.

Urcete, kolik bojeschopnych vojakt musi do boje nasadit strana X, aby zvité-
zila.
Reseni:

b=pyry, = 0,05-5=0,25,
c=p,ry = 0,2-10=2.
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2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

Aby zvitézila strana X, musi platit:

o 2
. 1
1000 Vo253 =
202,828 > 4000,
zo > 14142,

Strana X musi do boje nasadit alespon 1415 vojaku.

2.1.2 Cas ukondeni boje

Predpokladejme vitézstvi strany X. Pro ¢as ukonc¢eni boje tx pak plati
y(tx) = 0.

Dosazenim do rovnice (2.9) obdrzime

Yo cosh Bty = % sinh Sty.

Odtud
sinh \/Etx Yo \/E
cosh vbct, oV b’
1
tghvbet, = =,
v
1
Vbet, = arctgh (—) .
v
Vyuzitim vztahu arctghz = 1ln £, mizeme Cas ukonceni boje vyjadiit v

logaritmickém tvaru, ktery je pro vypocet pohodlnéjsi

1 v+1
tx = In . 2.12
X 2\/& v—1 ( )
Stejnd formule nam samoziejmé vyjde i pro ¢as ukonceni boje vojska Y
1 1
" (2.13)

iy = n .
YT o0Vbe 1w

PRIKLAD 2: Proti sobé stoji vojsko X a vojsko Y. Strana X mé 4 000
vojakl a strana Y mé 3 000 vojaki. Stiedni rychlost palby vojakt vojska X
je 10 vystfeld za minutu pii pravdépodobnosti zasahu cile p, = 0,2 a stfedni
rychlost palby vojaki strany Y je 15 vystfelli za minutu pi#i pravdépodobnosti
zasahu cile p, = 0,15. VySetiete:
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2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

a) kterd strana zvitézi,
b) jakou dobu bude boj probihat,
Reseni:

C=Tgp, = 10-0,2=2,

b=ryp, = 15-0,15=2,25,
xo = 4000,
yo = 3 000.

a) Vitézstvi vojska uréime porovnanimvyrazi /cxy a Vbyp.

Vero = V/2-4 000 = 5 656,85,
Vby, = /2,253 000 = 4 500.

Tedy +/cxy > Vbyo, coz znamend vitézstvi pro stranu X.
Parametr v, charakterizujici pomér sil, ma hodnotu

v = $0\/5 -
Z/ox/E

b) Pro urceni doby boje pfi vitézstvi strany X pouzijeme vztah

1,5.

; 1 Y +1 1 1 1414
= n = n

N o e v—1 22225 14-1

Doba boje bude 0,46 minuty.

= 0,256 - In 8 = 0,46.

2.1.3 Stav bojeschopnych prostredki vitéze na konci boje

Predpokladejme vitézstvi vojska X. V okamziku ukonceni boje ty bude pro
pocet bojeschopnych prostiedkd z(tx) platit podle (2.9)

Yo cosh ftx = o sinh Sty.
Y

Tato rovnice lze zapsat jako
cosh Sty = vsinh fty.

Do rovnice (2.8) dosadime za cosh(fty) a dostaneme

z(tx) = xosinh(ftx) (v — %)
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2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

tghx

m ZlSkame

Odtud a ze vztahu sinh z =

1
z(tx) = ¢/ —(adc — y2b), (2.14)
c
coz je pocet bojeschopnych prostiedki, které vojsku X zhstanou v okamziku

ukonceni boje.
Ztraty Zx vitézné strany X na konci boje jsou

1
Zx =z —x(tx) = x9 — E(x%c — y2b).

Analogicky zvitézi-li vojsko Y, zlistane mu v okamziku ukonceni boje ty

y(ty) =4/ 7 (ygb — fc) (2.15)

SN

bojeschopnych prostredkii.
Jeho ztréaty jsou Zy = yo — y(ty).

PRIKLAD 3: Uréete pro bojovou situaci v ptikladé 2) jaké bude mit ztraty
vitézna strana.
Regeni:
Strana X bude mit v okamziku ukonceni boje ztraty

Lx = xo—x(tx)zm—\/m)

= 4000—\/1/2~(16 000 000 - 2 —9 000 000 - 2,25) =4 000 — 2 424 =1 576

vojaki. Vitézné strané X tedy zlstane asi 2 424 vojaki.

2.1.4 Spotreba streliva

Celkovéa spotieba stieliva v boji zavisi na stfedni rychlosti stielby r, a na zpu-
sobu zasobovani jednotlivych bojovych prostiedki stielivem. Zapocitava se do
ni i nepouzité stielivo ve znic¢enych bojovych prostfedcich.

Existuji tfi zakladni varianty zdsobovani:
1) Zasobovani stielivem se provadi tak, Ze se v zddném bojovém prostiedku ne-
vytvari zasoba streliva, tzn. ze kazdy bojovy prostiedek dostava 1 kus streliva
pravé v okamziku vystielu. Celkové mnozstvi stieliva spotiebované v boje je
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2.1. Konvencni boj: Kvadraticky model

tedy dano poctem provedenych vystield. Tato varianta je v praxi neuskutecni-
telna. Udava ndm minimalni hodnotu celkové spotieby stieliva.

Necht strana X zvitézi v Case fx. Ztraty strany Y jsou ¢iselné rovné poctu
uspésnych vystreld strany X. Pocet uspésnych vystieli se zaroven rovné souc¢inu
vSech vystreli a pravdépodobnosti zasahu jednotlivym vystfelem. Oznac¢ime-li
s(t) celkovou spotiebu stfeliva v okamziku ¢, plati:

) = yo—y(t)'

s(t)pr = yo — y(t), tedy s(t ;

Na konci boje v ¢ase tx je y(tx) = 0 a celkova spotfeba stieliva vitézné strany
X je

s(ty) = 2. (2.16)

Dy

2) Zasobovani stielivem se provadi tak, Ze na za¢dtku boje je kazdému bojovému
prostfedku strany X vydano tolik streliva, kolik stac¢i v pribéhu boje vystrilet.
Predpokladame, ze zadny z bojovnikil strany X neni v boji zni¢en. Pro celkovou
spotiebu stieliva S(ty) u této varianty zdsobovani plati:

S(t)() :ZEQTxt)(, (2.17)

kde 7, je stfedni rychlost stielby. Cislo S(tx) ndm udava mazimdlni hodnotu
celkové spotreby streliva.

3) Treti varianta zasobovani spo¢iva v pridélovani stieliva bojeschopnym pro-
stfedkiim v mensich davkach po urcitych ¢asovych intervalech. Tato varianta
se v praxi vyskytuje nejcastéji. Optimalni pocet zasobovacich cykld tak, aby
celkové naklady byly minimalni, lze uréit pomoci operacéni analyzy (jde o feseni
tzv. Wilsonova problému).

PRIKLAD 4: Uréete pro bojovou situaci v pitkladé 2) jak4 je minimalni
a maximalni spotfeba stfeliva vitézné strany X.
Reseni:
Celkova minimdlni spotieba stieliva strany X je

3 000
s =2 — 2% _ 15 000 néboji.
Da 0,2

Celkova maximalni spotfeba streliva strany X je
S =xorytxy =4000-10-0,46 = 18 400 naboji.
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2.2. Partyzansky boj: Linearni model

2.2 Partyzansky boj: Linearni model

Budeme opét predpokladat, Ze nebudou zadné ztraty zavislé na nebojovych
skodéch a zadné posily. Tim se ndm rovnice (2.2) pro partyzénsky boj zredukuji
na tvar

dx dy
- = _h 2.18
it y, (2.18)
Ary . , . , . FRUR . . .
kde g = Ty je kladny bojovy koeficient uc¢innosti vojska X, tj. ¢ > 0.

Piitom r, je hustota toku vystreld strany Y za casovou jednotku, A,, je plocha,
kde je partyzanské vojsko X odkryto a A; je celkova plocha, kde se partizanské
vojsko pohybuje.
A
Obdobné A = rxf je kladny bojovy koeficient uc¢innosti vojska Y, tj. h > 0.
Y

Délenim obdrzime
dy h
de g

Integraci ziskdme vztah, ktery vysvétluje, pro¢ se model nazyva linedrni

9(y(t) — yo) = h(x(t) — o). (2.19)
Polozme L = gy, — hxg. Pak dostaneme
gy —hx = L. (2.20)

z(t) a y(t) mohou nabyvat pouze nezdpornych hodnot, a proto se budeme
zabyvat pouze trajektoriemi lezicimi v prvnim kvadrantu (viz Obrazek 2.3).
Systém (2.18) mé 3 typy singuldrnich bodi: (0,0), (z,0),(0,y), kde =,y > 0.
Osy z a y jsou tedy tvoreny singularnimi body.

Je-li L = 0, trajektorii systému (2.18) riznd od singuldrniho bodu (0,0) je
g L hx
poloprimka, jejiz rovnice je y = —.
g

L+h
Je-li L # 0, trajektorie systému (2.18) jsou polopiimky y = + L
g

L
Je-li L < 0, trajektorie se limitné (pro ¢ — o) blizi k ose « v bodé . = ——.

V tomto bodé zvitézi vojsko X, nebot vojsko Y prijde o viechny své bojeschopné
prostfedky. V opac¢ném pripadé, je-li L > 0, pak zvitézi vojsko Y a trajektorie

se limitné (pro t — oo) blizi k ose y v bodé y = —.
9
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2.2. Partyzansky boj: Linearni model

Podminka pro vitézstvi strany X je tedy
gyo < hxo

neboli

xo _ Ty Ay Ay

Yo T Arw Aa:

. ’ . . « .. Lo ’ vy o . . « Ay
Vojsko X musi maximalizovat pomér sil — a zdrovén minimalizovat pomér —=

Yo Aa?
(tj. pomér ploch, kde se partyzanska vojska nachazi). Poméry rychlosti stielby a
velikosti odkrytého izemi nemtiize ani jedna ze stran vyrazné ovlivnit. Podminka
pro vitézstvi se tedy da prepsat do tvaru

Agxg S Ty Ay
AyyO Ty Am’?

kde Azzg a Ayyo jsou rozhodujici proménné v partyzanském boji.
Pro vitézstvi vojska Y musi platit opa¢nd nerovnost

Ao _ 1p A
> — - .
Agwg ~ 1y Apy

Cas ukonéeni boje
Rovnice (2.19) vyjadfuje silu vojska v zavislosti na sile protivnika, ale nevyja-
dfuje ji v zévislosti na ¢ase t. Pomoci rovnice (2.20) dostaneme

dx

— = —x(L 2.21

7 z(L + hx) (2.21)
a podobné pro vojsko Y

dy

- =— —L). 2.22

o = vl — L) (2.22)

Separaci proménnych miZeme rovnici (2. 21) déle upravit na

/dt / L—f—hx
/dt——/d—x+/7hd$
B Lx L(L + hz)’

1 1
t—i—k:—zln\xl—i—zln\L—f—hx\,

kde k je konstanta.
L+ hx

X

Lt+k)=1In
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2.2. Partyzansky boj: Linearni model

ekt = L+ hx
T 7
kywve™ = L + ha, (2.23)

kde k& je konstanta. Uzitim poc¢atecni podminky x(0) = zy dostavame hodnotu
konstanty

L+h
fy = 2% (2.24)
To
a po dosazeni do (2.23) obdrzime
L+h
ﬂxe” =L+ ha.
Lo

Po nékolika upravach ziskame vztah vyjadiujici silu vojska X v zavislosti na

case t I
Lo
= ———. 2.25
(1) Tel — e (2.25)

Podobné pro vojsko Y dostavame

Ly,

y(t)

Rovnosti (2.25) a (2.26) plati pouze za pidpokladu gyy # hxg (tj. L # 0).
V pripadé, ze gyo = hxg, tj. L = 0, musime TeSit rovnice

dz

— = —ha? 2.27
dt o (2.27)
dy 2
— = —qy~. 2.28
i (2.28)
Metodou separace proménnych dostavame FeSeni rovnice (2.27)
(t) . (2.29)
z(t) = ——— .
a podobné i FeSeni rovnice (2.28)
()= (2.30)
R '

Z vyse uvedenych vztaht (2.25), (2.26) a (2.29), (2.30) a ze znalosti singu-
larnich bodi systému (2.18) vyplyva, ze ¢as ukonceni boje tx = 00 a ty = o0,
tj. boje budou trvat nekone¢né dlouho. V praxi je situace trochu odlisna. Par-
tyzanské valky kondi, ale jsou velmi vycerpavajici a vlecou se nékolik let.
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2.3 SmiSeny boj: Parabolicky model

V tomto modelu partyzanska skupina bojuje proti vojsku konven¢nimu. Opét
predpokladjeme, ze nebudeme mit zadné operacni ztraty a zadnou posilu. Rov-
nice pro smiSeny boj (2.3) je dana ve tvaru

dx dy

- = =— 2.31

kde X znaci partyzanské vojsko, Y konvenc¢ni vojsko. Pro koeficienty ¢ a ¢ plati
stejné vztahy jako v predchozich modelech. Délenim obdrzime

d_y_c

dr ~ gy’
Integraci obdrzime vztah, ktery vysvétluje, pro¢ se model nazyva parabolicky
g(y*(t) — yd) = 2¢c(z(t) — o). (2.32)

Polozme M = gy? — 2cxzy. Pak dostaneme

M = gy* — 2ca. (2.33)

z(t) a y(t) mohou nabyvat pouze nezdpornych hodnot, a proto se budeme
zabyvat pouze trajektoriemi lezicimi v prvnim kvadrantu (viz Obrazek 2.4).
Systém (2.31) md 2 typy singuldrnich bodi: (0,0), (0,y), kde y > 0. Celd osa y
je tedy tvorena singuldrnimi body.

Je-li M = 0, trajektoriic systému (2.31) rizna od singuldrniho bodu (0,0)

. . L 9 5
je parabola, jejiz rovnice je x = 2V
‘ gy — M
Je-li M # 0, trajektorie systému (2.31) jsou ¢asti parabol x = BTy
c
M
Je-li M < 0, trajektorie protnou osu z v bodé x = ——. V tomto bodé zvitézi

c
partyzanska skupina X, nebot konvenc¢ni vojsko Y prijde o vSechny své boje-
schopné prostiedky.

V opacném pripadeé, je-li M > 0, pak zvitézi vojsko Y a trajektorie se limitné

M
(pro t — oo )blizi k ose y v bodé y = [/ —.
g
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2.3. Smiseny boj: Parabolicky model

Podminka pro vitézstvi

Z redlnych bitev je zndmo, ze pokud ma vyhrat konvencni vojsko Y nad
partyzanskou skupinou X, pak pomér sil % musi byt vyrazné vétsi nez jedna.
x

0
Podivame se, co nam fika teoreticky model. Pfedpokladejme, Ze konvencéni voj-
sko Y vyhraje. To nastane za podminky M > 0, tedy

g?/g > 20170,

kterd lze prepsat do tvaru

(@)2>£:2.T_I.A$pfﬂ.1,
T g ry Ay T

boje, ktery roste kvadraticky. Nyni budeme zkoumat jak velky musi byt pomér
Yo : To, aby vyhralo konvené¢ni vojsko Y.
C el ev r
Piiklad: Predpokladejme, ze r, a r, jsou si priblizné rovny, tedy — ~ 1.
Ty
Pravdépodobnost, ze partyzan zasdhne cil je p, = 0,1 a zZe zranitelnd ¢ast téla
kazdého ukrytého partyzéna je 0,2 m?, tedy A,, = 0,2 . Po dosazen{ mame
A
(L) > =2
o Lo

Partyzanska vojska jsou obvykle tvofena jen malymi skupinami. Polozme tedy
xo = 100. KaZdy bojovnik m4 prostor 100 m?. Tedy A, = 100x 100 = 10 000 m?.
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2.3. Smiseny boj: Parabolicky model

Po dosazeni dostavame

Yo, 10 000
— =100
(:L"o) 100 ’
LUBSET
Lo

Toto je velmi zjednoduseny smiSeny model. Skute¢ny pomér sil konvenéniho
vojska a sil partyzanskych skupin po 2. svétové valce zkoumal S. J. Deichman®.
Vysledky jeho price? jsou zndzornény na Obrézku (2.5). Podle Deichmana musi
byt pomeér sil, aby konvencni vojsko Y vyhralo, nejméné 8.

Cas ukonéeni boje
Rovnice (2.32) vyjadfuje silu vojska v zavislosti na sile protivnika, ale nevyja-
dfuje ji v zévislosti na ¢ase t. Pomoci rovnice (2.33) dostaneme

% = —\/9xV2cx + M (2.34)

a podobné pro konvenéni vojsko Y

d 1
= —5lay* = M), (2:35)

Separaci proménnych miZeme rovnici (2.34) déle upravit na

/N#W = —\/§/dt. (2.36)

Za predpokladu M > 0 a pomoci substituce v? = 2cz + M, dostdvame

2dv
[

dv dv

- = —\/gM [ dt,

/v—\/M /v—f—\/M g /

v — VM|
In—F— = —\/gMt+1,

v+ VM|

[ye~VIMt — v-vaiHM V]W.

v+vM

'S, J. Deichman, A Lanchester model of guerrilla warfare, Operations Res., vol. 10, 1962
2Data Vietnam 1975 a Vietnam 1968 na Obr.(2.5) jsou piidany z encyklopedie Britannicca
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2.3. Smiseny boj: Parabolicky model

Odtud si vyjadiime vztah pro v

. ~—1+ lle_*/mt
U= M]_ - lle—Wt

a po zpétném dosazeni v = v/2cx + M obdrzime

2
M 1 —VgMt
oty = | (L) (2.37)
2¢ 1 — e VoMt

kde {; je konstanta. Z poc¢ateéni podminky z(0) = zy dostaneme jeji hodnotu

cxro— Mgy, + M

CTo

L=

nebo )
9y — 2/ Mgy + M
2cxg

L =

Za predpokladu M < 0 a pomoci substituce v? = 2cx + M, lze rovnici (2.36)

upravit na tvar
2dv

— +1
| M|

Integraci
2 arctg

\/‘i:—\/itﬂg,
U_Ft \/7t

a zpétném dosazeni v = v/2cx + M obdrzime

\/ t
2cx + M = M tg?

Po par upravach ziskdavidme nadmi hledany vztah

a(t) = 1 (M tg? l2 = VMgt V2’M’gt - M) : (2.38)

2c
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2.3. Smiseny boj: Parabolicky model

kde l5 je konstanta, jejiz velikost je

/2 M
[y = 2 arctg %

Za predpokladu M = 0, lze rovnici (2.34) zjednodusit na tvar

Z—j = —\/g9zV2cx.

Separaci proménnych dostavame
dx
—— =—4/2c dt
/?%E g/

2
— = 1y/2 {
\/E Cg+ 3

4
a(t) = Vg + L) (2.39)

kde I3 je konstanta, jejiz velikost je

a integraci

l—2
3\/%-

Nyni se budeme zabyvat rovnici (2.35). Separaci proménnych mizeme tuto

rovnici upravit na
2dy
dt= | —————— 2.40
/ / gy* — M (240)

a déle za predpokladu M > 0 mizeme pokracovat v feseni této rovnice

/dt: 1 / Vady 3 1 V9dy
VIM | Jagy+VM  VgM ] Jgy— VM
Mo+ VM
VoMt + k=1 N

kde k je konstanta.

elﬁe\/gwt: \/gy+ “M
VY — v M
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2.3. Smiseny boj: Parabolicky model

a po nékolika upravach dostaneme vztah vyjadiujici silu vojska Y v zavislosti
na case t
(t) = \/M(/ﬁe‘/mt +1)
! Vo(krevolt — 1) 7

kde k& je konstanta. Uzitim poc¢atecni podminky x(0) = zy dostavame hodnotu
konstanty

(2.41)

\/_ qyo + VM
= Vayo — VM’
coz lze prepsat jako
9ys +2VgMyo + M
2cxg

klz

Predpokladejme nyni M < 0. Potom rovnici (2.40) mizeme prepsat na tvar

dt=o [
/ M —y —|—1

| M|
Integraci dostavame
2 g
t+ky = — arctg /[ —— v,
| Mg | M|
[M|g(t + k) g
—t — .

Pro vztah velikosti sily vojska Y v zavislosti na case t tedy plati

M tg ¥ ’M‘g;Hk?), (2.42)

y(t) = —

kde ks je konstanta a z poc¢ateéni podminky y(0) = yo dostaneme jeji hodnotu
2 /g
ky = — arctg 1/ =— vo.
| Mlg M

V pifpadé, ze M = 0, tj. gy* = 2cz, se nam rovnice (2.35) zjednodussi na
tvar

dy _ gy

~ = (2.43)
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2.3. Smiseny boj: Parabolicky model

Metodou separace proménnych dostavame

2
8- fa
g.J Y
2

_:t+k37
9y

kde k3 je konstanta a po dosazeni y(0) = yo dostaneme jeji hodnotu

2
kg - —.
9Yo
Regeni rovnice (2.36) je tedy
2Yo
)= ———. 2.44
=8 240

Nyni mizeme vypocist cas ukonceni boje tx. Predpokladejme vitézstvi par-
tyzanské skupiny X, tj. M < 0. To znamend y(tx) = 0. Po dosazeni do (2.42)

dosidvame

Mlg(tx +k
0=tg | Mlg(tx + ko)

Cas ukondeni boje ty (tj. vitézstvi konvenéniho vojska Y) bude nekonecnd
velky, tedy ty = oo.
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Kapitola 3

Bitva o ostrov Ivodzima

Jedna z nejintenzivnéjSich bitev 2. svétové valky byl boj mezi japonskymi a
americkymi jednotkami o strategicky japonsky ostrov Ivodzima. Béhem boji
americké vojsko ziskdvalo posily P(t), ale japonské vojskok ne.

Americké invaze zacala 19. inora 1945. Ostrov byl oznacen za bezpeény 16. brezna,
(28.den) a boje ustaly 24. bfezna (36. den).

J. H. Engel pouzil model konvenc¢niho boje

dA

- _ P 1
7 bJ + P(t), (3.1)
dJ

oA 2
dt “h (3:2)

kde A je pocet bojeschopnych prostredku amerického vojska a J je pocet boje-
schopnych prostredki vojska japonského.

Dalsi derivaci (3.2) a vyuzitim vztahu (3.1) dostaneme nehomogenni linearni
diferencialni rovnici 2. fadu:

d?J
— — = —cP(1). 3.3
P beJ cP(t) (3.3)

Metodou variace konstant dostaneme feSeni této rovnice

J(t) = Jycosh ft — % sinh St — % /Ot sinh 5(t — s)P(s)ds, (3.4)

kde Jy, Ag je sila japonského a amerického vojska na ostrové pred invazi (tedy

Aozo),ﬁzﬁayz\/g
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KAPITOLA 3. BITVA O OSTROV IVODZIMA

Nyni mizeme pomoci vztahu (3.4) a (3.2) urcit A(t). Ze vztahu (3.4) si vy-
jadiime d.J/dt jako

I _ 3y sinh gt — B0

7 5 0 cosh bt

1 g [
—;smhﬂ(t—t)P(t)—;/o cosh 3 (t — s)P(s)ds, (3.5)

kde jsme vyuzili Leibnizovy formule pro derivaci integralu

d
7 h(t s)ds = h(t,t) / —h(t,s)d

Pomoci rovnosti sinh 0 = 0 a /v = ¢ mizeme vztah (3.5) zjednodusit na

t
Cji—i = fJysinh St — cAj cosh St — c/ cosh § (¢t — s)P(s)ds.
0

Vyuzitim A9 =0 a A(t) = —(1/c)(dJ/dt) dostavame nadmi hledany vztah
[4
A(#) = —yJy sinh 3t + / cosh B(t — s)P(s)ds. (3.6)
0
Podobné ziskdme i vztah pro J(t):

J(t) = Jo cosh Bt — % /0 sinh Bt — 5)P(s)ds. (3.7)

Nyni srovname teoreticky model se ziskanymi daty. Problém je, zZe neexistuji
zéddné japonské zaznamy. Vime ale, ze zadny Japonec neopustil ostrov béhem
boje, zadna japonska lod ¢ letoun nepristél na ostrové nebo neopustil ostrov a
kazdy japonsky vojak byl bud zabit nebo zajat.

Prehled ztrat amerického vojska je v nasledujici tabulce.

mrtvi | zranéni | vyCerpani | celkem
Namotni péchota | 5931 | 17272 2 648 25 851
Lodstvo:
namornici a letci 633 1158 1791
zdravotni sbory 195 529 724
zenijni prapory 51 218 269
1ékaii 2 12 14
Armadni jednotky 9 28 37
| Celkem 6821 | 19217 | 2648 | 28 686 |
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KAPITOLA 3. BITVA O OSTROV IVODZIMA

Udaje o japonskych vojacich

obrana-odhad | zajatci | mrtvi
21 000 1083 | 20 000

Vyuzijeme upravenych dat, s kterymi pocital J. H. Engel. Polozme J, =
21500.
Pocet americkych posil P(t) je znam:

(54000, 0<t<1
0, 1<t<?
6000, 2<t<3
0, 3<t<h
13000, 5<t<6
L 0, 6 <t<36.
Potfebujeme ziskat konstanty S a v, resp. b a c.
Miuzeme je vypocitat pomoci znalosti aktudlni sily amerického vojska v case

t = 1,2,...,36, kterou si oznac¢ime Ag(t). Integraci vztahu (3.2) dostdvame
nasledujici rovnici

J(36) — J(0) = —c / " A(t)dt = —ciAakt(t), (3.9)

z které mizeme vyjadrit koeficient ¢, jako
_Jo—J(36)
2 Aawa(t)

Z uverejnénych informaci o dennich ztratach americkych vojakd J. H. Engel zis-
kal 30° ) Aqei(t) = 2 037 000. Tedy

(3.10)

~21500-0
© 2037 000

Jesté potfebujeme vycislit koeficient b.

Vyuzijeme-li znalosti koeficientu ¢, mizeme urcit pfibliznou hodnotu sily vojska
J v jednotlivych dnech, kterou oznacime jako J,(t) pro t = 0,1, ...,36. Méli
bychom pouzit ¢t = 0, ..., 28, protoze 28. den byl ostrov zabezpecen a boj byl poté
pouze ojedinély. My ale nezndme J(28) a proto musime pocitat ¢ = 0, ..., 36.
Pro Ju(t) mame tedy

~ 0.0106.

t
Jasi(t) - JO - CZAakt(k)v = 07 <rey 36. (311)
k=1
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KAPITOLA 3. BITVA O OSTROV IVODZIMA

Integraci rovnice (3.1) dostavame

At) = Ay — b/t Jusi(8)ds + /tP(s)ds = —bz Josi (k) + Z P(k), (3.12)

k=1 k=1
a dosazenim za t=0, ..., 28 dostavame
28
- P(k)— A(28

- 2 Jasi(k)
kde

o 3% P(t) =73 000 ... z informaci o americkych posilach (3.8),
o A(28) =52 735 ... ze zverejuénych informaci o americkych ztratach,
o Jusi = 21 500 — 0.0106 - S0, Age(k), pro t =0, ..., 36,

o 37 Jusi(k) = 372 500 ... uzitim (3.11) a ze zvefejnénych informaci o
aktualni sile amerického vojska v Case t.

Dosazenim do vzorce (3.13) ziskdme hodnotu b
b ~ 0.0544.

Obrazek (2.6) ndm ukazuje srovnani redlnych hodnot Ag(t) a teoreticky
vypocitanych hodnot A(t). Vidime, Ze se velice dobfe shoduji.

Poznamka: Jsou-li hodnoty b, ¢ stanoveny pro jednu bitvu, daji se pouzit pro
vSechny bitvy, které se bojuji za stejnych podminek.
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Kapitola 4

Richardsonova teorie konfliktu

V této kapitole budeme zkoumat matematicky model popisujici vztah mezi
dvéma narody. Kazdy z narodid zvazuje moznost utoku druhé strany v zavis-
losti na vojenské pripravenosti protivnika. U¢elem neni uéinit védeckd tvrzeni o
zahrani¢ni politice nebo urcit den, kdy zacne dalsi valka. Tento model popisuje,
co by lidé mohli udélat za urcitych okolnosti.

N&s model je zalozen na praci Lewise Fry Richardsona, ktery napsal: ,,Pro¢ je
tolik ndrodi neochotnych, ale stile zlepsuji a zvétsuji svoji vojenskou vybave-
nost? Je to tim, Ze nasleduji své tradice a intinkty a protoze jesté nenasly vhodné
intelektudlni a moralni prostiedky kontrolovat situaci. Proces, ktery popiseme
pomoci nasledujicich rovnic, neni nevyhnutelny. Nastane tehdy, kdyz instinkt a
tradice prinuti jedince jednat nekontrolované.®

4.1 Matematicky model

Oznacme:

x = x(t) je vale¢ny potencidl prvniho niaroda X,

y = y(t) je vale¢ny potencial naroda Y,

ky je vliv velikosti vale¢ného potencidlu naroda Y na rist valecného potencidlu
naroda X a podobné [z je vliv vale¢ného potencidlu naroda X na rist vale¢ného
potencidlu naroda Y, g a h vyjadiuji vztahy mezi zemémi.

—az jsou naklady na zbrojeni zemé X a —by jsou ndklady na zbrojeni zemé Y,
kde k, [, g, h ,a a b jsou kladné konstanty.
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4.1. Matematicky model

Dostavame linearni systém diferencidlnich rovnic:

dx
L= 4.1
7 ax + ky + g, (4.1a)
dy
— =lr - . 4.1
7 lx —by+h (4.1b)

Tento model neni limitovan pouze na dva néarody, za x(t) a y(¢) mizeme vzit i
dvé aliance. Napriklad, aliance Francie s Ruskem a aliance Némecka s Rakousko-
Uherskem tésné pred Prvni svétovou valkou.

1) Predpokladejme, ze vztahy mezi zemémi jsou velmi dobré, ale presto je jejich
vale¢nd pohotovost velkd. V tomto pripadé zadnd zemé nezbroji, zemé ziji v
miru. Napiiklad vztah mezi Kanadou a USA od roku 1817 nebo mezi Norskem
a Svédskem od roku 1905.

Predpokladédme tedy, ze ¢ = 0, h = 0 a a = 0, b = 0. Tak dostavame au-
tonomni systém

dx dy
— =k - =z. 4.2
Obecné feseni tohoto systému je
2(t) = AeVH! 4 Bem VAL (4.3)

y(t) = \/% (Aemt - Be‘mt) : (4.4)

kde A, B jsou konstanty a plati A + B = x.
Systém (4.2) mé jeden singuldrni bod (z,y) = (0,0). Charakteristicky poly-
nom p;(A) tohoto systému je
pi(\) = A2 — ki
a jeho kofeny jsou nenulova redlna c¢isla rizného znaménka

/\1 == \/H, )\2 - —\/H

Singulérni bod (z,y) = (0,0) je nestabilni, typu sedlo (viz obr. (4.1)). To
znamenad, ze stav, kdy zemé ziji v miru, je dlouhodobé neurzitelny.
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4.1. Matematicky model

2) Pokud se vzdjemné vztahy zemi zhorsi, za¢nou zemé zlepSovat a zvétsovat
svoji vojenskou vybavenost. V tomto piipadé dostavame

dx

el 4.

7 ar + ky + g, (4.5a)
dy
— =lr -5 h. 4.5b
o = by + (4.5b)

Polozime-li pravé strany rovny nule, ziskdme linedrni systém
ar — ky = g, (4.6a)
—lx 4+ by = h. (4.6b)
Tento systém (4.6) ma jeden singularni bod

( ) = kh + gb ah + gl
T =Nk b=kl )

pokud ab— kl # 0. Nyni budeme zkoumat, jestli je tento singularni bod stabilni
nebo nestabilni.
Charakteristicky polynom py(\) systému (4.6) je

(4.7)

pz(A):det<_al—A _bk_A ) =X+ (a+b)A+ab— ki

a jeho koTeny A1 a A jsou nenulova redlna cisla tvaru

—(a+0b) + v/(a+b)% — 4(ab — k)
2

A =

neboli
—(a+b) £ /(a— b)? + 4kl
)\1/2 - ) .

Oznafme A := ab—Fkl a diskriminant charakteristické rovnice D := (a—b)*+4kl.

Jestlize A > 0, pak singularni bod (4.7) lezi v prvnim kvadrantu. Ten si
mizeme rozdélit na ¢tyfi oblasti A, B,C a D (viz obr. (4.2)).
Pro kazdy bod lezici v oblasti A, plati
by —lx — h >0, ky —ax +g >0,

neboli
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4.2. Urcovani velikosti konstant g, h,a,b a k,

Pro kazdy bod lezici v oblasti B plati
by —lx — h >0, ky —ax +g <0,

neboli

dy dx

— <0 — < 0.

a =~ @
Podobné pro body v oblasti C' plati

dy dx

— >0 — >0

a " At
a pro oblast D plati

dy dx

— >0 — < 0.

a” " d s

Singularni bod (xg,yp) je tedy stabilni uzel. V tomto bodé jsou sily vojsk v
rovnovaze a valka nezacne.

Jestlize A < 0, je singuldrni bod (zg, yo) sedlo. Protoze ale nelezi v prvnim
kvadrantu, je pro nas nedilezity. Jestlize A = 0, singularni bod neexistuje
nebo nebo mame nekonecné mnoho singularnich bodt lezicich na primce. V
poslednich dvou pripadech se teoreticky zbroji do nekonecna, ale prakticky to
neni z ekonomickych divodi mozné.

4.2 Urcovani velikosti konstant g, h,a,b a k,

Konstanty g a h jsou nemétitelné. Hodnoty konstant a,b a &, [ lze ziskat. Pou-
zijeme k tomu néasledujich avah.

Konstanty a, b se daji interpretovat jako prevracené hodnoty casu. Fyzikové
konstanty a~!,b~! nazyvaji regeneracni doba. Je-li y = 0 a ¢ = 0, potom
' = ax. Tedy

z(t) = e7 g (),

2(to +a-1) = S0,

Richardson ze svych poznatkil stanovil, Ze konstanta a=! je rovna dobé exis-

tence parlamentu naroda X. Napiiklad hodnota této konstanty pro Velkou Bri-
tanii je a = 0,2, nebot se britsky parlament stanovuje kazdych 5 let.

K urceni hodnot k,[ pfedpokladejme, ze ¢ =0, y = y; a tedy



4.2. Urcovani velikosti konstant g, h,a,b a k,

Je-li z =0, potom
1w
ko o
Tedy 1/k je ¢as potiebny narodem X k obsazeni (zajmuti) naroda Y, za
predpokladu, Ze
1. ozbrojeni naroda Y je konstantni,
2. nejsou zaddné utoky ze strany naroda Y,

3. naklady na zbrojeni nezpomaluji ekonomicky riast naroda X.

Vezméme napiiklad Némecko, které béhem 3 let (1937-1939), obsadilo po-
stupné vSechny své sousedni staty. Tedy k& = 0,3 (rok™!).

Hodnota konstanty k je také zavisla na velikosti rozvoje priimyslu naroda.
Napriklad £ = 0,15 je velikost konstanty naroda, ktery by mél polovi¢ni pri-
mysl nez Némecko.

Piiklad: Zkusme nyni aplikovat nas model na vojensky konflikt v Ev-
ropé v letech 1909-1914. V té dobé se Francie spojila s Ruskem, tuto alianci
si oznac¢ime jako aliance X. Jako alianci Y ozna¢ime spojenectvi Némecka a
Rakousko-Uherska. Obé aliance byly zhruba stejné velké, tedy k& = [ a asi t¥ikrat
vétsi nez samostatné Némecko. Dostavame k = [ = 0,9. Déle predpokladejme
a=b=0,2. Potom

d d
d—j:—ax—i—ky—i—g, d—i:kx—ay—i—h. (4.8)
Tento systém ma jeden singuldrni bod (g, yo)
_ kh+ag _ kg+ah
WS WS

ktery je nestabilni a je typu sedlo, nebot
A=d>-k*=0,22-0,3=0,04—0,81 = —0,77 < 0.

Dostavame tedy, Ze aliance X a Y vstoupily do vélky, coz je v souladu s
historickymi fakty.

Pri sestavovani modelu, jsme predpokladali, ze g, h jsou v Case konstantni.

Ve skutecnosti se tyto veli¢iny velice méni v zavislosti na c¢ase a neménnost
muzeme piedpokladat pouze pii velice dlouhych ¢asovych intervalech.
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